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В оглядi основних сучасних положень проблеми моментiв обговорюється важ-
ливiсть використання метода Березанського Ю.М. – розкладу за узагальненими
власними векторами. Такий пiдхiд є на сьогоднi єдино коректним до розв’язання
проблеми моментiв у рiзних постановках.

In the review of the main modern positions of the moment problem, the importance
of using the method of Berezansky Yu.M. - the expansion by generalized eigenvectors
– is discussed. This approach is currently the only correct one for solving the moment
problem in different formulations.

1. Вступ.
Проблема моментiв є вiдомою iз давнiх робiт Чебишева П.Л., Маркова А.А.,

Стiльтiєса Т.

Научное наследие П.Л.Чебышева, Сборник статей под ред. С.Н.Бернштейна,
изд. АН СССР, 1945, вып. 1, Математика, 1-174.

Избранные труды, Гостехиздат, 1948 (библеографический очерк с примечани-
ями Н.И.Ахиезера)

T. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Anns. Fac. Sci. Univ. Toulouse
8 (1894-1895), J1-J122; 9, A5-A47.

У сучасному найпростiшому формулюваннi, або класична проблема моментiв
полягає у вiдшуканнi мiри dρ(x) на дiйснiй прямiй (x ∈ R) для заданої послi-
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довностi дiйсних чисел {sn}, sn ∈ R, n ∈ N0 = {0, 1, ...}, так що виконується
зображення

sn =

∫

R

xn dρ(x). (1)

Розв’язок класичної проблеми методом теорiї функцiй наведений у книзi

Ахиезер Н.И. Классическая проблема моментов. – М.: Гос. физ.-мат. лит, 1961.
– 312 с.

яка у статтi Simon B. названа "дiамантом":

Barry Simon The Classical Moment Problem as a Self-Adjoint Finite Difference
Operator Advances in Mathematics 137, 82-203 (1998)

Проте лише у IV-м роздiлi книги Ахiєзера Н.I. наведенi спостереження метода-
ми теорiї операторiв. Цi спостереження часто помилково використовують у якостi
метода розв’язання, оскiльки вони мають деяку логiчну прогалину.

Розв’язання традицiйно починається iз додатної визначеностi, яка завжди є
необхiдною умовою iснування роз’язку (чи багатьох розв’язкiв). Тобто, якщо зоб-
раження (1) виконується, то

∑

n,m∈N0

sn+mfnf̄m ≥ 0, (2)

для довiльної скiнченої послiдовностi (fn), fn ∈ C, n ∈ N0. Цей факт дає пiдстави
ввести скалярний добуток на полiномах xn, n ∈ N0 за правилом

(xn, xm) = sn+m, n, m ∈ N0, (3)

який задає гiльбертiв простiр H (деякий L2 на R) зi скалярним добутком (·, ·)
визначеним на щiльнiй в H множинi D := {xn}.

Sz-Nagy, B., Koranyi, A. Operatortheoretische Behandlung und Verallgemeinerung
eines Problemkreises in der komplexen Funktionentheorie. Acta Math. 100, 171–202
(1958).

Тодi оператор зсуву (Jf) = fj−1 має спектральну мiру dEλ, яка веде до зобра-
ження (1)

sn =

∫

R

xn d(Eλe0, e0), (4)
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де e0 циклiчний вектор. Зображення (4) є єдиним у такiй послiдовностi мiрку-
вань, якщо оператор є iстотно самоспряженим. Цей факт гарантує, наприклад,

критерiй Карлемана, тобто якщо рад
∞∑

n=0
s
− 1

2n
2n розбiгається.

Nelson E. Analytic vectors // Ann. Math. – 1959. – 70. – P. 572–614.

Nussbaum A.E. Quasi-analytic vectors // Ark. Math. – 1965. – 6, № 10. – P. 179–
191.

Nussbaum A.E. A note on quasi-analytic vectors // Studia Math. – 1969. – 33. –
P. 305–309.

Припустимо, що оператор J взагалi є обмеженим. Тодi згiдно iз наведеними
мiркуваннями розв’язок iснує i єдиний.

Але проблема полягає у тому, що простiр H не визначається однозначно за
множиною D, якщо скалярний добуток (·, ·), а отже i норма, визначенi лише на
D.

Приклади двох рiзних гiльбертових просторi, норми яких збiгаються на щiльнiй
(в обох просторах) множинi, побудованi в роботах Кошманенко В.Д., використо-
вуючи дослiдження сингулярно збурених операторiв.

Albeverio S., Bozhok, V. Koshmanenko The rigged Hilbert spaces approach in
singular perturbation theory, Rep. Math. Phys. 58, No 2, 227-246 (2006)

Кошманенко В., Дудкiн М.Є. Метод оснащених просторiв у теорiї сингулярних
збурень самоспряжених операторiв. Працi iнституту математики НАН України
т.96, Київ 2013. 320 c.

Особливо цiкавим є приклад Нiжнiка Л.П., де простори мають ще й не еквiва-
лентнi норми. Такий ефект вже був вiдомим в роботi

Burachewski A, Radyno Ya, Antonevich A. On closability of nonclosable operators.
Panamerican Mathematical Journal. 1997; 7(4):37–51.

Єдино правильним вiдомим на сьогоднi є метод Березанського Ю.М., який
використовує розклад за узагальненими власними векторами, описаний в моно-
графiї:

3



Березанский Ю.М. Разложения по собственным функциям самосопряженных
операторов. -– Киев: Наук. думка, 1965. – 798 с., English transl., Amer. Math., Soc.,
Providence, R.I., 1968. – 450 p.

Найбiльш просто i лаконiчно пiдхiд викладено в статтi:

Berezansky Yu.M. Some generalizations of the classical moment problem // Integr.
equ. Oper. Theory. – 2002. – 44. – P. 255–289.

Проте останнiм часом в роботах захiдних колег цей факт iгнорується. Показо-
вим є приклад iз роботою Ескiна Г.И.

Ескин Г.И. Достаточное условие разрешимости многомерной проблемы момен-
тов // ДАН СССР. – 1960. – Т. 133, № 3. – С. 540-543.

де наведенi умови розв’язання багатовимiрної проблеми моментiв, але робиться
правильне застереження, проте що розв’язок може бути не єдиним. А робота

Petersen L.C. On the relation between the multidimensional moment problem and
the one-dimensional moment problem // Math. Scand. – 1982. – 51. – P. 361–366.

спирається на роботу Ескiна Г.И., додає умови єдиностi iснування розв’язку тiєї
ж багатовимiрної проблеми моментi без урахування того, яким чином отриманi
умови iснування.

Подальша програма: попереднi вiдомостi з теорiї розкладу за узагальнени-
ми власними векторами для розв’язання класичної проблеми моментiв; власне
розв’язання класичної проблеми моментiв; приклади не єдиностi побудови гiль-
бертового простору за заданою щiльною множиною.

1. Попереднi вiдомостi.
Нехай у сепарабельному гiльбертовому просторi H задано самоспряжений опе-

ратор A, визначений на D(A). Розглянемо оснащення простору H:

H− ⊃ H ⊃ H+ ⊃ D, (5)

де H+ — гiльбертiв простiр, топологiчно i квазiядерно вкладений в H. H− — про-
стiр дуальний до H+ вiдносно простору H; D є лiнiйним топологiчним простором,
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топологiчно вкладеним в H+.
Нагадаємо, що оператор A називається стандартно пов’язаним iз оснащенням

(5), якщо D ⊂ D(A) i звуження A ¹ D дiє з D в H+ неперервно.
Також нагадаємо, що вектор Ω ∈ D називається строго циклiчним для опера-

тора A, якщо для всiх n ∈ N виконується Ω ∈ D(An) ∈ D i множина всiх векторiв
AnΩ, для n = N0 є тотальною у просторi H+ (а отже, i в H).

Припускаючи, що строго циклiчний вектор iснує, сформулюємо деякий скоро-
чений варiант проективної спектральної теореми (див. [2], роздiл 3, теорема 2.7,
або [1] роздiл 5, [3], роздiл 15 i роздiл 1, пiдроздiл 1.11).

Березанский Ю.М. Разложения по собственным функциям самосопряженных
операторов. – Киев: Наук. думка, 1965. – 798 с., English transl., Amer. Math., Soc.,
Providence, R.I., 1968. – 450 p.

Бeрeзанский Ю.М. Самосопряженные операторы в пространствах функций
бесконечного числа переменных. – Киев: Наук. думка, 1978. – 360 с.

Бeрeзанский Ю.M., Ус Г.Ф., Шефтель З.Г. Функциональный анализ: Курс
лекций. – Київ: Вища шк., 1990. – 600 с.

Теорема 1 Для самоспряженого оператора A iз строго циклiчним вектором у
сепарабельному гiльбертовому просторi H, iснує мiра Бореля dρ(λ) на дiйснiй
вiсi, така що для ρ-майже всiх λ ∈ R iснує узагальнений власний вектор ξλ ∈
H−, тобто для кожного f ∈ D

(ξλ, Af)H = λ(ξλ, f)H, ξλ 6= 0. (6)

Вiдповiдне перетворення Фур’є F дiє за правилом:

H ⊃ H+ 3 f 7→ (Ff)(λ) = f̂(λ) = (f, ξλ)H ∈ L2(R, dρ(λ)), (7)

є iзометричним оператором з одиничною нормою (пiсля його замикання), що
дiє з простору H в L2(R, dρ(λ)). Образом оператора A при перетвореннi F є
оператор множення на незалежну змiнну λ в L2(R, dρ(λ)), тобто (FA)f(λ) =
λf(λ).

Нагадаємо також, що для самоспряженого оператора A, визначеного на D(A)
в H, вектор f ∈ ⋂∞

n=0 D(An) називається квазiаналiтичним, якщо клас C{mn}, де
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в цьому випадку mn = ‖Anf‖H, є квазiаналiтичним (клас функцiй на [a, b] ⊂ R
визначений виразом

C({mn}) = {g ∈ C∞([a, b]) ∃K > 0, |g(n)(t)| ≤ Knmn, t ∈ [a, b], n ∈ N0},
звiдси вiн є квазiаналiтичним, якщо

∞∑
n=1

1
n
√
‖Anf‖H

= ∞).

Квазiаналiтичнiсть вектора використовується у критерiї самоспряженостi.

2. Класична проблема моментiв.
Отже ще раз, пiд класичною проблемою моментiв розумiється, як йшлося вище,

задачу про знаходження умов на послiдовнiсть (sn), n ∈ N0 (sn ∈ R), за яких iснує
борелiвська мiра dρ(λ) на дiйснiй вiсi R, так що

sn =

∫

R

λn dρ(λ), n ∈ N0. (8)

Розв’язок класичної проблеми моментiв мiститься у такiй теоремi.

Теорема 2 Послiдовнiсть дiйсних чисел (sn), n ∈ N0 має зображення (8) тодi i
тiльки тодi, коли вона додатно визначена, тобто

∞∑
m,n=0

sn+mfmf̄n ≥ 0 (9)

на довiльних фiнiтних послiдовностях (fn)
∞
n=0 чисел fn ∈ C.

Зображення (8) iснує i мiра dρ(λ) єдина, якщо послiдовнiсть чисел (sn), n ∈
N0 є додатно визначеною i додатково

∞∑
p=1

1
2p
√

s2p
= ∞. (10)

Зауважимо, що умова (9) є необхiдною i достатньою для iснування зображення
(8), але зображень (мiр) може бути багато. Умова (9) разом з (10) гарантують
єдинiсть (мiри) зображення (8).

Доведення. Доведемо необхiднiсть умови (9). Якщо послiдовнiсть (sn)
∞
n=0 має

зображення (8), то для довiльної фiнiтної послiдовностi f = (fn)
∞
n=0, fn ∈ C маємо

∞∑
m,n=0

sn+mfmf̄n =

∫

R

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

λnfn

∣∣∣∣∣

2

dρ(λ) ≥ 0,
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що й доводить необхiднiсть.
Перейдемо до доведення достатностi. Лiнiйний простiр C∞ усiх послiдовностей

f = (fn)
∞
n=0, fn ∈ C, будемо позначати через l. Нехай δn = (0, ..., 0, 1, 0, ...), n ∈ N0

δ-послiдовнiсть (1 стоїть на n-му мiстi), тодi для кожного вектора f ∈ lfin маємо

f =
∞∑

n=0
fnδn. Таким чином

∀f ∈ lfin, f = (fn)
∞
n=0 =

∞∑
n=0

fnδn. (11)

Розглянемо лiнiйний вираз у просторi l:

∀f ∈ l, Jf = J(f0, f1, ...) = (0, f0, f1, ...);

J : (Jf)n = fn−1, n ∈ N, (Jf)0 = 0, f ∈ l.
(12)

Цей вираз є «оператором типу народження»: для δ-послiдовностi виконується
спiввiдношення

Jδn = δn+1, n ∈ N0. (13)

Його звуження на l2 не буде ермiтовим оператором у просторi l2 але воно буде
ермiтовим в S, який задається (квазi-)скалярним добутком

(f, g)S =
∞∑

j,k=0

sj+kfkḡj. (14)

Нерiвнiсть (9) показує, що (14) (квазi-)скалярний добуток.
Нехай S – гiльбертiв простiр побудований використовуючи (14). Для його по-

будови потрiбно перейти з lfin до класiв ḟ ∈ l̇fin, де l̇fin – фактор-простiр, тобто,
lfin/{h ∈ lfin | (h, h)S = 0} i поповнити. З (14) i (12) маємо: f, g ∈ lfin,

(Jf, g)S =
∞∑

j,k=0

sj+k(Jf)kḡj =
∞∑

j,k=0

sj+kfk−1ḡj

=
∞∑

j,k=0

sj+k+1fkḡj−1 =
∞∑

j,k=0

sj+kfkḡj−1 =
∞∑

j,k=0

sj+kfk(Jg)j = (f, Jg)S,

(15)

(тут враховано, що згiдно з (12) f−1 = g−1 = 0).
З ермiтовостi випливає можливiсть коректно визначити у просторi S ермiтiв

оператор J̇

J̇ ḟ = (Jf)·, f ∈ D(J̇) = l̇fin.
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Оператор J̇ є дiйсним вiдносно iнволюцii в S породженою iнволюцiєю

lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 → f̃ := (f̃n)

∞
n=0 ∈ lfin

i отже має рiвнi дефектнi числа (або (0, 0), або (1, 1)). Далi розглядаємо випадок
(0, 0). Бiльш загальний випадок є в [2] Роздiл 8, §1, пункт 4, або [1] Роздiл 5, §5,
пункти 2.

Позначимо через A замикання J̇ у просторi S, якщо J̇ є iстотно самоспряженим
або деяке його самоспряжене розширення в S. I до оператора A буде застосована
теорема 1.

Для простоти припускаємо, що моментна послiдовнiсть sn не є виродженою у
тому розумiннi, що якщо (f, f)S = 0 для деякого f ∈ lfin, то f = 0, тепер ḟ = f ,
J̇ = J .

Бiльш загальний випадок є в [2] Роздiл 8, §1, пункт 4, або [1] Роздiл 5, §5,
пункти 1-3.

Тепер у якостi простора (1.1) беремо

(l2(p))−,S ⊃ S ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (16)

де l2(p) – простiр l2 iз вагою p = (pn)
∞
n=0 i норма задана виразом

‖f‖2
l2(p) =

∞∑
n=0

|fn|2pn;

а (l2(p))−,S = H− – негативний простiр вiдносно позитивного l2(p) i S, та покла-
даємо D := lfin.

Лема 1 Завжди знайдеться достатньо швидко спадна послiдовнiсть p = (pn)
∞
n=0,

така що вкладення l2(p) ↪→ S буде квазiядерним.

Доведення. Дiйсно, (9) означає, що матриця K = (Kjk)
∞
j,k=0, де Kjk = sj+k, є

невiд’ємно визначеною, i бiльш за те

|sj+k|2 = |Kjk|2 ≤ KjjKkk = s2js2k, j, k ∈ N0. (17)

Виберемо послiдовнiсть q = (qn)
∞
n=0, qn ≥ 1, таку що

∞∑
n=0

s2nq
−1
n < ∞. Тодi з (14) i

(17) випливає

‖f‖2
S =

∞∑

j,k=0

sj+kfkf̄j ≤



∞∑

j,k=0

s2j

qj


 ‖f‖2

l2(q).
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Таким чином, вкладення l2(q) ↪→ S є топологiчним. Але якщо
∞∑

n=0
qnp

−1
n < ∞, то

вкладення l2(p) ↪→ l2(q) є квазiядерним. Композицiя топологiчного i квазiядерно-
го вкладень l2(p) ↪→ S є квазiядерним. ¥

Тепер можна оснащення (16) використати для розмiщення узагальнених влас-
них векторiв, але внутрiшня структура (l2(p))−,S є занадто складною, оскiльки
складною є структура S. Отже разом iз (16) використовується оснащення

l = (lfin)
′ ⊃ l2(p

−1) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (18)

де l2(p
−1) – простiр l2 iз вагою p−1 = (p−1

n )∞n=0 є негативним вiдносно позитивного
l2(p) i нульового l2. Ланцюжки (16) i (17) мають спiльний позитивний простiр
l2(p). Таким чином легко зрозумiти, що негативнi простори (l2(p))−,S i l2(p

−1)
iзометричнi мiж собою. Використовується така загальна лема.

Лема 2 Припустимо, що заданi два оснащення:

H− ⊃ H ⊃ H+, F− ⊃ F ⊃ F+ = H+ (19)

iз рiвними позитивними просторами. Тодi iснує iзометричний оператор U :
H− → F−, UH− = F−, такий що

(Uξ, f)F = (ξ, f)H, ξ ∈ H−, f ∈ H+ = F+. (20)

Цей оператор задається виразом: U = I−1
F IH, де IF i IH – канонiчнi iзомет-

ричнi iзоморфiзми у ланцюжках вiдповiдно до IFF− = F+, IHH− = H+.

Доведення. Так, стандартнi оператори IH: H− 7−→ H+, IF : F− 7−→ F+ є iзомет-
ричними операторами мiж зазначеними просторами. Для таких операторiв маємо:
∀α ∈ H−, f ∈ H+

(α, f)H = (IHα, f)H+
= (α, I−1

H f)H−, (IHα, β)H = (α, IHβ)H

i аналогiчну рiвнiсть для другого ланцюжка (19). Використовуючи цi рiвностi,
отримуємо:

(Uξ, f)F = (I−1
F IHξ, f)F = (IHξ, f)F+

= (IHξ, f)H+
= (ξ, f)H, ξ ∈ H−, f ∈ H+ = F+.

¤
Застосуємо зараз лему 2. У якостi ланцюжка (19) розглядаються (16) i (18).

Нехай ξλ ∈ (l2(p))−,S є узагальненим власним вектором оператора A в термiнах
оснащення (18). У такому випадку, згiдно з теоремою 1

(ξλ, Af)S = λ(ξλ, f)S, λ ∈ R, f ∈ lfin. (21)
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Позначимо
P (λ) = Uξλ ∈ l2(p

−1) ⊂ l, P (λ) = (Pn(λ))∞n=0.

Використовуючи (20), вираз (21) переписується у виглядi

(P (λ), Af)l2 = λ(P (λ), f)l2, λ ∈ R, f ∈ lfin. (22)

Вiдповiдне перетворення Фур’є має вигляд

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(λ) = f̂(λ) = (f, P (λ))l2 ∈ L2(R, dρ(λ)). (23)

Обчислимо P (λ). Оператор A визначений у (12) дає
∞∑

n=0

λPn(λ)f̄n = λ(P (λ), f)l2 = (P (λ), Af)l2

= (P (λ), Jf)l2 = (JP (λ), f)l2 =
∞∑

n=0

Pn+1(λ)f̄n, ∀f ∈ lfin.

(24)

Таким чином,
λPn(λ) = Pn+1(λ), n ∈ N0.

Без втрати загальностi покладається P0(λ) = 1, λ ∈ R. Тепер двi останнi формули
дають

Pn(λ) = λn, n ∈ N0. (25)

Отже, перетворення Фур’є (23) має вигляд

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(λ) = f̂(λ) =
∞∑

n=0

fnλ
n ∈ L2(R, dρ(λ)), (26)

а рiвнiсть Парсеваля:

(f, g)S =

∫

R

f̂(λ)ĝ(λ) dρ(λ), f, g ∈ lfin. (27)

Для побудови перетворення Фур’є (23) i обґрунтування формул (24)-(27) необ-
хiдно для оператора A з’ясувати наявнiсть строго циклiчного вектора Ω = δ0 ∈ lfin

у сенсi оснащення (5).
Дiйсно це так, оскiльки з (13) маємо

ApΩ = Jpδ0 = δp.
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Рiвнiсть Парсеваля (27) безпосередньо веде до зображення (8): згiдно з (25),
(26) δ̂n = λn i δ̂0 = 1, та з (14) випливає

sn = (δn, δ0)S = (δ̂n, δ̂0)L2(R,dρ(λ)) =

∫

R

λn dρ(λ), n ∈ N0. (28)

Отже, перша частина теореми доведена. Для доведення її другої частини необ-
хiдно переконатися, що умова (10) веде до самоспряженого оператора A в просторi
S.

Для цього розглянемо ермiтiв оператор, визначений на iнварiантнiй вiдносно
його дiї на лiнiйнiй множинi

D = lfin = span{δn}, n ∈ N0

виразом Aδn = δn+1, i для p ≥ 1 маємо Apδn = δn+p.
Згiдно з (14), простiр S має норму ‖f‖S =

√
(f, f)S. Отже, для кожного δn ∈ D

маємо ‖Apδn‖2
S = ‖δn+p‖2

S = s2n+2p. Оскiльки
∞∑

p=1

1
p
√
‖Apδn‖

=
∞∑

p=1

1
2p
√

s2n+2p
,

то можна стверджувати, що квазiаналiтичнiсть класу C{‖Apδn‖} є еквiвалентною
до квазiаналiтичностi класу C{√s2n+2p} i згiдно з властивостями квазiаналiтич-
них класiв цей клас еквiвалентний до C{√s2p}.

3. Контрприклад Кошманенко В.Д..
Приклад 1.
Нехай H – (сепарабельний) гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·) i

нормою ‖ · ‖ :=
√

(·, ·), та A = A∗ > 1 – необмежений самоспряжений оператор
визначений на D(A) в H.

Побудуємо за оператором A оснащення простору H. Покладемо H+ = D(A) зi
скалярним добутком (·, ·)+ := (A·, A·) i нормою ‖ · ‖+ :=

√
(·, ·)+, а в якостi H−

поповнюється H за нормою ‖ · ‖− :=
√

(A−1·, A−1·).
Виберемо для оператора A щiльно визначене в H симетричне звуження Ȧ,

D(Ȧ), iз iндексами дефекту (1, 1). Факт щiльностi вiдповiлного вкладення позна-
чимо H A D(Ȧ). Позначимо M+ := D(Ȧ) як множину в H+. Тодi ортогональне
доповнення в H+ до M+ позначимо {η+} = H+ ª M+. Їх образи в H позна-
чимо вiдповiдно M0 := AM+, η0 := Aη+. Отже, маємо H = M0 + η0. Зокрема
AM+ = ȦM+ = M0.

11



З книги

Кошманенко В., Дудкiн М.Є. Метод оснащених просторiв у теорiї сингулярних
збурень самоспряжених операторiв. Працi iнституту математики НАН України
т.96, Київ 2013. 320 c.

Роздiл 6, Теореми 6.1.1, 6.1.4 та подальшi теореми, H A M+ тодi i тiльки тодi,
коли η0 ∈ H \ H+, а також H− A M0.

Оператор A можна продовжити за неперервнiстю на H−, як оператор iз об-
ластю визначення H.

Таким чином побудована дiаграма
H− H H+= D(A)⊃ ⊃

q q
M0 M+= D(Ȧ)
⊕ ⊕
{η0} {η+}

Виберемо далi iнше вiдмiнне вiд A самоспряжене розширення Ã = Ã∗, D(Ã) в
H оператора Ȧ, але таке, для простоти, аби також Ã > 1.

Побудуємо вже за оператором Ã оснащення простору H. Покладемо тепер
H̃+ = D(Ã) зi скалярним добутком (·, ·)̃+ := (Ã·, Ã·) i нормою ‖ · ‖̃+ :=

√
(·, ·)̃+, а

в якостi H̃− поповнюється H за нормою ‖ · ‖̃− :=
√

(Ã−1·, Ã−1·).
Для оператора Ã щiльно визначене в H симетричне звуження є те саме Ȧ,

D(Ȧ), iз iндексами дефекту (1, 1); H A D(Ȧ). Позначимо ту саму M+ := D(Ȧ)
як множину але в H̃+. Тодi ортогональне доповнення в H̃+ до M+ позначимо
{η̃+} = H̃+ ªM+. Їх образи в H будуть тi ж самi M0 := AM+, η0 := Aη+. Отже,
маємо так само H = M0 + η0. Зокрема ÃM+ = ȦM+ = M0.

Аналогiчно, з книги

Кошманенко В., Дудкiн М.Є. Метод оснащених просторiв у теорiї сингулярних
збурень самоспряжених операторiв. Працi iнституту математики НАН України
т.96, Київ 2013. 320 c.

Роздiл 6, Теореми 6.1.1, 6.1.4 та подальшi теореми, H A M+ тодi i тiльки тодi,
коли η0 ∈ H \ H̃+, а також H̃− A M0.

Оператор Ã також можна продовжити за неперервнiстю на H̃−, як оператор iз
областю визначення H.
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Таким чином побудована друга дiаграма
H̃− H H̃+= D(Ã)⊃ ⊃

q q
M0 M+= D(Ȧ)
⊕ ⊕
{η0} {η̃+}

Оператори A i Ã, як рiзнi самоспряженi розширення спiльного симетричного
оператора Ȧ пов’язанi формулою М.Крейна

Ã−1 = A−1 + b(·, η0)η0,

де b – деяка константа.
Тепер очевидно, що норми H̃− i H− є рiзними i у той же час на M0 вони одна-

ковi, тому що (M0, η0) = 0, а M0 є щiльною i в H̃− i H−.

4. Контрприклади Нiжнiка Л.П..
Приклад 1.
Розглянемо простiр L2 := L2[0, π] функцiй iнтегровних iз квадратом на вiдрiзку

[0, π]. Нехай (·, ·) – його скалярний добуток. Як добре вiдомо, множина функцiй
D = {sin nx}, n ∈ N є щiльною в L2 i f(x) ≡ 1 належить до L2. Також вiдомо, що

"1"має розклад в ряд Фур’є 1 =
∞∑

k=0

4
π(2k+1) sin(2k + 1)x.

Розглянемо iнший новий простiр L̃2 := L̃2[0, π], функцiї якого мають вигляд
f̃ = f(x)+̇f(0) · 1 ∈ L2, де +̇ означає пряму суму, i зi скалярним добутком у
виглядi (f̃ , g̃)̃ = (f(x)+̇f(0) · 1, g(x)+̇g(0) · 1)̃, та нормою

‖f̃ ‖̃ 2 =(f̃ , f̃ )̃ = (f(x)+̇f(0) · 1, f(x)+̇f(0) · 1)̃

=(f(x), f(x)) + 2f(0)(f(x), 1) + f(0)2(1, 1).

Не важко перевiрити, що аксiоми скалярного добутку та норми виконуються. Оче-
видно, що (·, ·) ¹ D = (·, ·)̃ ¹ D, тому що sin n0 = 0.

Отже, простори L2 i L̃2, якi збiгаються на щiльнiй множинi D i мають одна-
кову норму на цiєю множиною, побудованi. Покажемо, що цi норми рiзнi поза їх
спiльною множиною.

Вiзьмемо E =

{
1, x = 0;
0, x ∈ (0, π]

, тодi, очевидно ‖E‖L2
= 0, але

‖E‖̃ = (E, E )̃ = (E+̇1 · 1, E+̇1 · 1)̃ = (E, E) + 2 · 1 · (E, 1) + 12(1, 1) = 1.
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Покажемо, що норми не еквiвалентнi. Виберемо послiдовнiсть вигляду
6

-

1

fnfn+1

яка прямує до E, тобто fn −→ E. Очевидно fn
L2−→ 0 i fn(0) = 1. Але разом iз

тим ‖fn(x)‖̃ 2 L̃2−→ 1
2 . Дiйсно

‖fn(x)− 1

2
‖̃ 2 = (fn(x)− 1

2
, fn(x)− 1

2
)̃

= ([fn(x)− 1

2
]+̇(fn(x)− 1

2
)|x=0 · 1, [fn(x)− 1

2
]+̇(fn(x)− 1

2
)|x=0 · 1)

= (([fn(x)− 1

2
]+̇(1− 1

2
)), ([fn(x)− 1

2
]+̇(1− 1

2
))) = (fn(x), fn(x))

= ‖fn(x)‖̃ 2 L̃2−→ 0

при n → 0.

Приклад 2.
Розглянемо простiр L2 := L2[1,∞] функцiй iнтегровних iз квадратом на пiввiсi

[1,∞]. Нехай (·, ·) – його скалярний добуток. Як вiдомо, множина D = C∞
0 є

щiльною в L2 i E := E(x) = 1
x належить до L2, оскiльки

∞∫
1

1
x2 dx = 1. Також

вiдомо, що " 1
x"можна наблизити функцiями з C∞

0 .
Розглянемо iнший новий простiр L̃2 := L̃2[1,∞] iз функцiями, якi мають вигляд

f̃ = f(x)+̇f(∞) · E ∈ L2, де +̇ означає пряму суму, f(∞) := lim
x→∞

f(x)x < ∞, i

скалярним добутком (f̃ , g̃)̃ = (f(x)+̇f(∞) · 1, g(x)+̇g(∞) · 1)̃, та нормою

‖f̃ ‖̃ 2 = (f̃ , f̃ )̃ = (f(x)+̇f(∞) · E, f(x)+̇f(∞) · E )̃

= (f(x), f(x)) + 2f(∞)(f(x), E) + f(∞)2(E, E).

Не важко перевiрити, що аксiоми скалярного добутку та норми виконуються. Оче-
видно, що (·, ·) ¹ D = (·, ·)̃ ¹ D, тому що f(∞) := lim

x→∞
f(x)x = 0 для f ∈ D.

Отже, простори L2 i L̃2, якi збiгаються на щiльнiй множинi D i мають одна-
кову норму на цiєю множиною, побудованi. Покажемо, що цi норми рiзнi поза їх
спiльною множиною.
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Вiзьмемо E, тодi, очевидно ‖E‖L2
= 0, але

‖E‖̃ = (E, E )̃ = (E + E, E + E )̃ = 4(E, E) = 4 6= 1.

Покажемо, що норми не еквiвалентнi. Виберемо послiдовнiсть вигляду:

-

6

1

1 2 ... n
fn(x)

E = 1
x

x

тобто fn(x) =

{
0, x ∈ [1, n);
1
x , x ∈ [n,∞]

Очевидно fn(x)
L2−→ 0. Але разом iз тим fn(x)

L̃2−→ 1
2E. Дiйсно

‖1

2
E − fn‖̃2 = (

1

2
E − fn,

1

2
E − fn)̃

= ((
1

2
E − fn)+̇{1

2
E(∞)− fn(∞)}E, (

1

2
E − fn)+̇{1

2
E(∞)− fn(∞)}E)

=

∞∫

1

(
1

2
E − fn +

1

2
E − E)(

1

2
E − fn +

1

2
E − E)dx

=

∞∫

1

f 2
ndx −→ 0, n → 0.

Приклад 3.
Тепер неважко змоделювати дискретний аналог приклада 2. А саме, розгляне-

мо простiр l2 – сумовних iз квадратом послiдовностей f = (fn). Нехай (·, ·) – його
скалярний добуток. Як вiдомо, множина скiнчених послiдовностей D є щiльною

в l2 i E := {1, 1
2 , ...,

1
n , ...} належить до l2, оскiльки

∞∑
1

1
n2 < ∞. Також вiдомо, що

E можна наблизити послiдовностями з D.
Розглянемо новий простiр l̃2 iз елементами вигляду f̃ = f+̇f(∞) · E ∈ l2, де

+̇ означає пряму суму, f(∞) := lim
x→∞

fnn < ∞, i скалярним добутком у виглядi

(f̃ , g̃)̃ = (f+̇f(∞) · 1, g+̇g(∞) · 1)̃, та нормою

‖f̃ ‖̃ 2 = (f̃ , f̃ )̃ = (f+̇f(∞) ·E, f+̇f(∞) ·E )̃ = (f, f)+2f(∞)(f, E)+ f(∞)2(E, E).

15



Не важко перевiрити, що аксiоми скалярного добутку та норми виконуються. Оче-
видно, що (·, ·) ¹ D = (·, ·)̃ ¹ D, тому що f(∞) := lim

x→∞
fnn = 0 для f ∈ D.

Отже, простори l2 i l̃2, якi збiгаються на щiльнiй множинi D i мають однако-
ву норму на цiєю множиною, побудованi. Покажемо, що цi норми рiзнi поза їх
спiльною множиною.

Вiзьмемо E, тодi, очевидно ‖E‖l2 = 0, але

‖E‖̃ = (E, E )̃ = (E + E, E + E )̃ = 4(E, E) = 4 6= 1.

Не еквiвалентнiсть норм тепер є очевидною для послiдовностi

En(x) =

{
0, n ∈ [0, n− 1];
1
n , n ∈ [n,∞]

,

тобто

En = (0, 0, ..., 0,
1

n
,

1

n + 1
, ...)

l2−→ 0, En = (0, 0, ..., 0,
1

n
,

1

n + 1
, ...)

l̃2−→ 1

2
E.
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